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SOBRE LA LEY DE DISTRIBUCION
DE LA ENERGIA EN EL
ESPECTRO NORMAL

Max PLANCK*

Las recientes medidas espectrales realizadas por O. Lummer y E. Prings-
heim,! y las ain mas notables realizadas por H. Rubens y F. Kurlbaum,?
que en conjunto confirmaban un resultado obtenido anteriormente por
H. Beckmann,® muestran que la ley de distribucion de la energia en el
espectro normal, deducida por primera vez por W. Wien a partir de con-
sideraciones cinético-moleculares y posteriormente por mi a partir de la
teoria de la radiacion electromagnética, no es valida en general.

En cualquier caso la teoria requiere una correccion, y en lo que si-
gue intentaré hacerla sobre la base de la teoria de la radiacion electro-
magnética que he desarrollado. Para ello sera necesario primero en-
contrar qué término puede cambiarse en el conjunto de condiciones
que llevan a la ley de distribucion de energia de Wien; entonces sera
cuestion de eliminar este término del conjunto y hacer una sustitucién
adecuada del mismo.

En mi ultimo articulo* demostré que los fundamentos fisicos de
la teoria de la radiacion electromagnética, incluida la hipotesis de «ra-
diacion natural», resisten la critica mas severa; y puesto que hasta

* «On the Law of Distribution of Energy in the Normal Spectrumy, publicado
inicialmente en Annalen der Physik, vol. 4 (1901), pp. 553 ss.

1. O. Lummery E. Pringsheim, Verch. Deutsch. Phys. Ges., 2 (1900), p. 163.

2. H.Rubens y F. Kurlbaum, PAW: Sitzungsberichte, 25 de octubre, 1900, p. 929.

3. H. Beckmann, Inaugural disertation, Tubinga, 1898. Véase también H. Ru-
bens, Weid. Ann., 69 (1899), p. 582.

4. M. Planck, Ann. d. Phys., 1 (1900), p. 719.
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donde yo sé no hay errores en los célculos, sigue siendo valido el
principio de que la ley de distribucidon de la energia en el espectro
normal estd completamente determinada cuando se consigue calcular
la entropia S de un resonador vibrante, monocromatico, irradiado,
como funcion de su energia vibracional U. Puesto que entonces se
obtiene, a partir de la relacion dS/dU = 1/0, la dependencia de la ener-
gia U respecto de la temperatura 0, y puesto que la energia también
esta relacionada con la densidad de radiacion a la frecuencia corres-
pondiente por una relacion sencilla,’ se obtiene también la dependen-
cia de esta densidad de radiacion respecto de la temperatura. La dis-
tribucion de energia normal es entonces aquella en que las densidades
de radiacion de todas las frecuencias diferentes tienen la misma tem-
peratura.

En consecuencia, todo el problema se reduce a determinar S
como una funcién de U, y es a esta tarea a la que se dedica la parte
mas esencial de lo que sigue. En mi primer tratamiento de este tema
yo habia expresado S, por definicion, como una simple funcion de U
sin mas fundamento, y me contenté con demostrar que esta forma de
entropia satisface todos los requisitos que le impone la termodindmi-
ca. Entonces yo creia que esta era la inica expresion posible y que en
consecuencia la ley de Wien, que se sigue de ella, necesariamente te-
nia validez general. Sin embargo, en un andlisis posterior més deta-
llado® me parecio que debe haber otras expresiones que dan el mismo
resultado, y que en cualquier caso se necesita otra condicion para po-
der calcular S univocamente. Crei haber encontrado tal condicion en
el siguiente principio, que entonces me parecia perfectamente plausi-
ble: dado un sistema, cerca del equilibrio térmico, compuesto por N
resonadores en el mismo campo de radiacion estacionario, el incre-
mento en la entropia total Sy = NS asociado a un cambio irreversible
infinitamente pequefio depende solo de su energia total Uy = UN y
los cambios en esta cantidad, pero no de la energia U de los resona-
dores individuales. Este teorema lleva de nuevo a la ley de distribu-
cion de energia de Wien. Pero puesto que la iltima no esta confirma-
da por la experiencia, uno se ve obligado a concluir que tampoco este

5. Comparar con la ecuacion (8).
6. M. Planck, loc. cit., pp. 730 ss.
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principio puede ser valido en general y por ello debe ser eliminado de
la teoria.”

Asi pues, ahora debe introducirse otra condicion que permita el
calculo de S, y para conseguirlo es necesario examinar con mas pro-
fundidad el significado del concepto de entropia. La consideracion de
la insostenibilidad de la hipotesis hecha anteriormente ayudard a
orientar nuestras ideas en la direccion indicada por la discusion ante-
rior. En lo que sigue se describird un método que da una nueva y mas
sencilla expresion para la entropia y con ello proporciona también una
nueva ecuacion de radiacidén que no parece estar en conflicto con nin-
gun hecho hasta ahora determinado.

I. CALCULOS DE LA ENTROPIiA DE UN RESONADOR
COMO FUNCION DE SU ENERGIA

§ 1. La entropia depende del desorden y este desorden, de acuerdo con la
teoria de la radiacion electromagnética para las vibraciones monocro-
maticas de un resonador situado en un campo de radiacion estacionario,
depende de la irregularidad con la que cambian constantemente su am-
plitud y su fase, siempre que se consideren intervalos de tiempo largos
comparados con el periodo de vibracion pero pequenios comparados con
la duracion de una medida. Si tanto la amplitud como la fase permane-
cieran absolutamente constantes, lo que significa vibraciones completa-
mente homogéneas, no podria existir entropia y la energia vibracional
tendria que estar completamente libre para convertirse en trabajo. Por
consiguiente, la energia constante U de un inico resonador vibrante es-
tacionario debe tomarse como un promedio temporal o, lo que es lo mis-
mo, como un promedio simultaneo de las energias de un gran nimero N
de resonadores idénticos, situados en el mismo campo de radiacion esta-
cionario y suficientemente separados para que no puedan influir unos en
otros directamente. En este sentido es en el que nos referiremos a la
energia promedio U de un nico resonador. Entonces, a la energia total

7. Ademas habria que comparar las criticas hechas previamente a este teorema
por W. Wien (Report of the Paris Congress, 2, 1900, p. 40) y por O. Lummer (loc.
cit., 1900, p. 92).
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Uy =UN (1)
de dicho sistema de N resonadores corresponde una cierta entropia total
Sy=NS (2)

del mismo sistema, donde S representa la entropia media de un nico
resonador y la entropia Sy depende del desorden con el que la energia
total Uy esta distribuida entre los resonadores individuales.

§ 2. Ahora hacemos la entropia S del sistema proporcional al lo-
garitmo de su probabilidad W, salvo una constante aditiva arbitraria,
de modo que los N resonadores en conjunto tienen la entropia Sy;:

Sy =k log W + constante. 3)

En mi opinidn esto sirve realmente como una definicion de la pro-
babilidad W, puesto que en las hipotesis basicas de la teoria electro-
magnética no hay una prueba definida para semejante probabilidad.
La adecuacion de esta expresion es evidente de entrada, a la vista de
su simplicidad y estrecha relacion con un teorema de la teoria cinética
de los gases.?

§ 3. Ahora se trata de encontrar la probabilidad W de modo que
los N resonadores juntos posean la energia vibracional Uy. Ademas es
necesario interpretar Uy no como una cantidad continua, infinitamen-
te divisible, sino como una cantidad discreta compuesta de un numero
entero de partes finitas iguales. Llamemos a cada una de estas partes
el elemento de energia €; en consecuencia debemos poner

Uy =Pe, @)

donde P representa en general un entero grande, mientras que el valor
de € es todavia incierto.

Ahora es evidente que cualquier distribucion de los P elementos
de energia entre los N resonadores solo puede dar como resultado un
numero definido, entero y finito. Llamamos a cada una de estas for-

8. L. Boltzmann, Wiener Ber, (I1) 76 (1877), p. 428.
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mas de distribucion, siguiendo una expresion utilizada por L. Boltz-
mann para una idea similar, una «complexion». Si se denotan los re-
sonadores por los niimeros 1, 2, 3, ... N, y se escriben uno al lado
de otro, y si bajo cada resonador se pone el nimero de elementos de
energia asignados al mismo por alguna distribucion arbitraria, enton-
ces se obtiene para cada complexion individual una pauta de la forma
siguiente

Aqui suponemos N = 10, P = 100. El numero R de todas las com-
plexiones posibles es obviamente igual al nimero de disposiciones
que se pueden obtener de este modo para la fila inferior, para N y P
dados. Por claridad deberiamos sefialar que dos complexiones deben
considerarse diferentes si las correspondientes series de nimeros con-
tienen los mismos nimeros pero en un orden diferente.

De la teoria combinatoria se obtiene que el nimero de complexio-
nes posibles es:

_ NN+ DWNV+2) - (N+P—1) _ (N+P—1)!

R [-2:3...P ~ T (N=D)P!

Ahora, seglin el teorema de Stirling, tenemos en primera aproxi-
macion

N!=NN,
En consecuencia, la aproximacion correspondiente es

. (NX + P)N +P
NN . pP
§ 4. La hipotesis que queremos establecer como base para célculos
posteriores reza lo siguiente: para que los N resonadores posean colec-
tivamente la energia vibracional Uy, la probabilidad W debe ser pro-
porcional al nimero R de todas las complexiones posibles formadas
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por distribucion de la energia Uy entre los N resonadores; o en otras
palabras, cualquier complexion dada es tan probable como cualquier
otra. Que esto ocurra realmente en la naturaleza solo se puede probar,
en ultima instancia, por la experiencia. Pero si la experiencia decidiera
finalmente a su favor, seria posible extraer mas conclusiones de la va-
lidez de esta hipotesis sobre la naturaleza particular de las vibraciones
de los resonadores; a saber, en la interpretacion propuesta por J. V.
Kries® con respecto al caracter de las «amplitudes originales, compa-
rables en magnitud pero independientes unas de otras». Tal como es-
tan las cosas, desarrollos adicionales a lo largo de estas lineas parecen
prematuros.

§ 5. De acuerdo con la hipoétesis introducida en relacion con la
ecuacion (3), la entropia del sistema de resonadores en consideracion
es, tras la determinacion adecuada de la constante aditiva:

Sy=klogR
=k {(N+P)log(N+P)—NlogN-PlogP} (5)
y considerando (4) y (1):

SN = kN{(l - E>log<1 - 2) - 2logg}.
€ € € €

Asi pues, de acuerdo con la ecuacion (2) la entropia S de un reso-
nador como funcidn de su energia U estd dada por:

S= k{(l + %)bg(l + %) — %logg}. (6)

II. INTRODUCCION DE LA LEY
DE DESPLAZAMIENTO DE WIEN

§ 6. Después del teorema de Kirchoff de la proporcionalidad entre las

9. 1. V. Kries, The Principles of Probability Calculation (Friburgo, 1886),
p. 36.
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potencias de emision y absorcion, la denominada ley de desplaza-
miento conocida por el nombre de su descubridor W. Wien, ! que in-
cluye como caso especial la ley de Stefan-Boltzmann de dependencia
de la radiacion total con respecto a la temperatura, proporciona la con-
tribucion mas valiosa a los firmemente establecidos fundamentos de
la teoria de la radiacion. En la forma dada por M. Thiesen'! se lee
como sigue:

E-dA =0°y(A0)-dA,

donde A es la longitud de onda, E - dA representa la densidad de volu-
men de la radiacion de «cuerpo negro»!? dentro de la region espectral
entre Ay A + dA, 0 representa la temperatura y 1(x) representa una
cierta funcion de un Uinico argumento x.

§ 7. Ahora queremos examinar lo que afirma la ley de desplaza-
miento de Wien sobre la dependencia de la entropia S de nuestro reso-
nador respecto de su energia U y su periodo caracteristico, especial-
mente en el caso general en donde el resonador esta situado en un
medio diatermano ordinario. Para ello generalizamos a continuacion
la forma de Thiesen de la ley de radiacién en un medio diatermano
con velocidad de la luz c. Puesto que no tenemos que considerar la
radiacion total, sino solo la radiacion monocromatica, se hace necesa-
rio para comparar diferentes medios diatermanos introducir la fre-
cuencia v en lugar de la longitud de onda A.

Asi pues, denotemos por udv la densidad de volumen de energia
radiante que pertenece a la region espectral entre vy v + dv; entonces
escribimos: udv en lugar de EdA; ¢/v en lugar de A, y cdv/v? en lugar
de dA. De lo que obtenemos

u:(9552~¢<09).

Vv

10. W. Wien, Proceedings of the Imperial Academy of Science, Berlin, 9 de
febrero, 1893, p. 55.

11. M. Thiesen, Verh. Deutsch. Phys. Ges., 2 (1900), p. 66.

12. Quizé habria que hablar mas apropiadamente de radiacion «blancay, para
generalizar lo que ya se entiende por luz blanca total.
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Ahora, segun la bien conocida ley de Kirchoof-Clausius, la ener-
gia emitida por unidad de tiempo con frecuencia v y a temperatura 0
desde una superficie negra en un medio diatermano es inversamente
proporcional al cuadrado de la velocidad de propagacion ¢?; entonces
la densidad de energia U es inversamente proporcional a ¢* y tenemos:

0> 7
“= V23 7 <;>’

donde las constantes asociadas con la funcion f'son independientes de c.
En lugar de esto, si frepresenta una nueva funcion de un unico ar-
gumento, podemos escribir:

et

y de esto vemos, entre otras cosas, que como es bien conocido, la ener-
gia radiante u - A’ a una temperatura y frecuencia dadas es la misma
para todos los medios diatermanos.

§ 8. Parair de la densidad de energia u a la energia U de un resona-
dor estacionario situado en el campo de radiacién y que vibra con la
misma frecuencia v, utilizamos la relacion que se expresa en la ecua-
cion (34) de mi articulo sobre procesos de radiacion irreversibles:'?

VZ
C

(K es la intensidad de un rayo monocromatico linealmente polariza-
do), que junto con la bien conocida ecuacion:

87K
u =

c

dalarelacion:

13. Planck, Ann. d. Phys., 1 (1900), p. 99.
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8 2
u="2U (8)

c

De esto y de la ecuacion (7) se sigue:
/)
Ueu. <_
u-f ,
en donde ya no aparece c. En lugar de esto podemos escribir
U
0=vr(7)
v-f V

§9. Finalmente, introducimos la entropia S del resonador haciendo

1 das
7= du ©)
Entonces obtenemos:
ds B 1 (U )
dU v S v
e integrado:
s=r(y) a0)

es decir, la entropia de un resonador que vibra en un medio diaterma-
no arbitrario depende solo de la variable U/v; aparte de esta solo con-
tiene constantes universales. Esta es la forma mas sencilla que conoz-
co de la ley de desplazamiento de Wien.

§ 10. Si aplicamos la ley de desplazamiento de Wien en la ultima
forma a la ecuacion (6) para la entropia S, entonces encontramos que
el elemento de energia € debe ser proporcional a la frecuencia v, y asi:

e=hv
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yen consecuencia:

_ v U)_U U}
5= k{<l + hy>10g<l + hv/)  hy log hy )’

Aqui /'y k son constantes universales.
Sustituyendo en la ecuacion (9) se obtiene:

L—ilo (1 +E>
0 8 U
hy
U= k0 _ (11)

y de la ecuacion (8) se sigue entonces la ley de distribucion de energia
buscada:

8rhy? 1
U=-—5- om0 _ | (12)

c

o introduciendo las sustituciones dadas en §7, en términos de la longi-
tud de onda A en lugar de la frecuencia:

mch 1
B oehAKD _ 1 (13)

E

Tengo el proyecto de derivar en otro lugar las expresiones para la
intensidad y la entropia de la radiacién que se propaga en un medio
diatermano, asi como el teorema para el incremento de entropia en
procesos de radiacion no estacionarios.

III. VALORES NUMERICOS

§ 11. Los valores de ambas constantes universales / y k£ pueden calcu-
larse de forma bastante precisa con la ayuda de las medidas disponi-
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bles. F. Kurlbaum,'* que designa por S, la energia total radiada al aire
en 1 segundo desde 1 centimetro cuadrado de un cuerpo negro a tem-
peratura t°C, encontro que:

S100—-S0=0,0731 W/em2 = 7,31 x 10° erg/cm?2 - s.

De esto se puede obtener la densidad de energia de la radiacion
total en aire a la temperatura absoluta 1:

4-7,31-10°
3-1010(3734 — 2734

= 7,061 -10715 erg/(cm? - grado?).

Por otra parte, de acuerdo con la ecuacion (12) la densidad de
energia de la energia radiante total para 0 = 1 es:

% © 8Th [ V3
u :fo udy = 03/0 hv/ka_lduz

87[hf V3 (e~ Mk0 4 o200kl . o=3mIK0 1 ..) gy,

que integrado término a término da

. 8th [k\} 1 1 1
u =—6{— {1+ ++-—+-

& A\ 24 32 T a4
_ A8ait 11,0823,
TR

Si hacemos esto igual a 7,061 - 107'°, entonces, puesto que
¢=3-10'"cm/s, obtenemos:

k4
T = 1,1682:10%. (14)

14. F. Kurlbaum, Wind. Ann., 65 (1898), p. 759.
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§ 12. O. Lummer y E. Pringsheim'> determinaron que el producto
A0, donde A, es la longitud de onda de maxima energia en aire a
temperatura 0, es 2.940 micrones-grado. Asi, en medida absoluta:

A, = 0,294 cm - grado.

Por otra parte, se sigue de la ecuacion (13), cuando se hace la deri-
vada de E con respecto a 0 igual a cero para hallar A=A

ch
1 — - ochlkA,0 — 1
( SkAm0> ¢

y de esta ecuacion trascendente
A0 =ch/4,9651k
y en consecuencia
h/k =(4,9561 - 0,294)/3 - 10'°= 4,866 - 107!,

De esto y de la ecuacion (14) resultan los valores para las constan-
tes universales:

h=6,55-10""erg-s
k=1,346 - 107'® erg/grado.

Estos son los mismos numeros que indiqué en mi anterior comuni-
cacion.

15. O. Lummer y E. Pringsheim, Verch. Deutsch. Phys. Ges., 2 (1900), p. 176.





